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2019-2020（1）机电高数期末考题解析

一、选择题（每题 3分，共 15 分）

1. 若函数

2020

2

2

32
)( 
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

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



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xx
xxxf 在自变量的某一变化过程中是无穷大，则自变量的变化

趋势为（ ）

A. 0x B. 1x C. 3x D. x

解析：由 
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xxx
，得 3x ，选 C.

2. 设函数

















0,

)1(0,

3
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)(
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xxx
x

xf 在点 0x 处连续，则 k （ ）

A. 0 B. 1 C.
2
3

D.
3
2

解析：因为 )(lim)0(
0

xff
x

 ，得
2
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3

2
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lim

3
tan

11lim
00





 x

x

x
xk

xx
，这里用到当 0)( x

时， )(~)(tan),(1~1)(1 xxx
n

xn   ，及等价无穷小替换定理求极限。选 C.

3. 设 )1(
x

fy  ，其中函数 )(xf 可导，则 
dx
dy

（ ）

A. )1(
x

f  B. )1( 2x
f  C. )1(1

x
f

x
 D. )1(1

2 x
f

x


解析：按复合求导公式得， )1(1)1)(1())1(( 2 x
f

xxx
f

x
f

dx
d

dx
dy  ，选 D.

注意记号 )1(
x

f  表示 )1(
x

fy  对
x
1
求导， ])1([ 

x
f 表示 )1(

x
fy  对 x求导。

4. 若
xexf 2020)(  ，则 


 dx

x
xf )(ln

（ ）

A. C
x

2020

1
B. C

x
 2020

1
C. Cx  ln D. Cx ln

解析： Cxfxdxfxdxfdx
x
xf




 )(ln)(ln)(ln)(ln)(ln)(ln

CxCeCe xx    2020lnln2020 2020

, 选 A.

这里用到 )(xf 是 )(xf  的原函数，有 Cxfdxxf  )()( .
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5. 设反常积分 dx
x

I 



1

0 21
1
1

、 dx
x

I  


1

0 22 1
1

，则（ ）

A. 1I 与 2I 都是收敛 B. 1I 与 2I 都发散 C. 1I 收敛， 2I 发散 D. 1I 发散， 2I 收敛

解析：因为 ,
1
1lim,

1
1lim 2121





  xx xx

所以 1I 与 2I 都是瑕积分，且 1x 都是瑕点。

按牛莱公式，
2
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0arcsinarcsinlimarcsin
1
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1

1
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1

0 21






 xxdx

x
I

x
，













 )0
1
1lnlim(

2
1

1
1ln
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1
1
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1
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1

0 22 x
x

x
xdx

x
I

x
，选 C.

这里用到 Cxdx
x




 arcsin
1
1

2
, C

xa
xa

a
dx

xa






 ln

2
11

22 。

二、填空题（每题 3分，共 15 分）

6. 已知
3
1

2
sinlim

0


 x
ax

x
，则常数 a 。

解析： 注意到当 0)( x 时， )(~)(sin xx  ，再用等价无穷小替换定理求极限，得

3
2,

22
lim

2
sinlim

3
1

00



aa

x
ax

x
ax

xx
。也可以用洛必达法则得到。

7. 已知
12  xey ，则 )

2
1()4(y 。

解析：按复合函数求导公式和高阶导数的定义得

,2)12(2)2(,2)12( 12212121212   xxxxx exeeyexey

124123)4(123122 2)2(,2)2(   xxxx eeyeey ， 162)
2
1(

2
1

124)4( 




x

xey 。

8. 曲线 2
5
33  xxy 的拐点坐标为 。

解析：注意到拐点横坐标处的二阶导数不存在或等于 0， xyxy 6,
5
33 2  ，在函数

2
5
33  xxy 定义域 ),(  内，二阶导数都能取函数值，即二阶导数不存在的点没有，

故拐点横坐标处的二阶导数等于 0，令 06  xy ，得拐点横坐标 0x ，代入

2
5
33  xxy 得拐点纵坐标 2y ，得拐点坐标为（0,2）。
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9. 已知 Cxdxxf x  sin2 2sin)( ，则 )(xf 。

解析： )(sin2ln2)(sinsin2)2(sin))(()( sinsin2   xxxCxdxxfxf xx

xx x cos22ln2sin sin  。

这里用到求导公式： aaa xx ln)(  。

10. 定积分  

 dxeex xx ))(1(
1

1

2020
。

解析：注意到
xx ee  是奇函数，

20201 x 是偶函数，从而 ))(1( 2020 xx eex  是奇函数，

由奇函数关于原点对称区间上的定积分为 0 知，此定积分等于 0.

三、解答题（每题 10 分，共 70 分）

11. 求极限：（1）
132lim









  x

x x
x

；（2） )]1ln(11[lim 20
x

xxx



。

解析：（1） 6)2)(13(lim)21ln()13(lim)2ln()13(lim
132lim 



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



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






 

 eeee
x

x x
x

x
x

x
xx

x

x
xxx ；这里用到

当 0)( x 时， )(~))(1ln( xx  ，及等价无穷小替换定理求极限。

（2）先通分再用洛必达法则得
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xx xxx 2
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
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






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x
x
x
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。

12. （1）设
2
2ln

1
1






x
xy ，求 0xdy

（2）已知函数 )(xyy  由参数方程










11
1ln

t
y

tx
（ t为参数），求 12

2

tdx
yd

。

解析：（1） 22 )1(
2

)1(
)1)(1()1()1()

2
2ln

1
1(












xx

xxxx
x
x

dx
dy

，

dxdx
x

dy xx 2
)1(

2
020 


  ；
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（2）
t

dt
dx
dt
dy

dx
dy

tdt
dy

tdt
dx 1,1,1 2  ， ,11

1

)1()(
22

2

t
t

t
t

t

dt
dx
dx
dy

dt
d

dx
yd




 得

112

2

tdx
yd

。

13. （1）求不定积分  dxxsin ；

（2）设












0,12

0,
1
1

)( 2

xx

x
xxf ，求定积分  

2

0
)1( dxxf 。

解析：（1）令 xt  ，得

Cttttdtttttdtdttdxx    sin2cos2)coscos(2)(cos22sinsin

Cxxx  sin2cos2 .

（2）    





0

1

1
0

0
1

21

0 2

1

11

2

0
arctan)(

1
1)12()()1( tttdt
t

dttdttfdxxf
xt

4
0

4
))1(1(0 

 。

14. 设函数 dt
t
exf

x t







1 2 1
)(

2

，

（1）证明：函数 )(xf 在 ),(  上是单调增加函数；

（2）求 )0(f  、 )1(f  及 )0()( 1 f 。

解析：（1）函数 )(xf 定义域为 ),(  ， ),(,0
1

)
1

()(
21 2

22










 x
x
edt

t
e

dx
dxf

xx t

，

故函数 )(xf 在 ),(  上是单调增加函数；

（2） 1)0( f ，
e

f
2
1)1(  ；因为 0)1( f ，所以根据反函数求导公式

e
f

f 2
)1(

1)0()( 1 



。 注，这里用到反函数求导公式：若 )(xfy  的反函数为

)(1 yfx  ，则反函数的导数为
)(

1)()( 1

xf
yf




。
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15. 已知曲线 )(xyy  由方程 xye xy 23  确定，求曲线 )(xyy  在点（0,1）处的切线方

程与法线方程。

解析：在方程 xye xy 23  两边同时对 x求导得， 23)( 2  yyyxye xy ，解得

23
2

yxe
yey xy

xy




 ，切线斜率为
3
1

3
2

1
020 







y
xxy

xy

x yxe
yey ，所以切线方程为

)0(
3
11  xy ，即 1

3
1

 xy ；法线方程为 )0(31  xy ，即 13  xy 。

16. 设函数 )(xf 可积，且满足关系式 
1

0

24 )(
7
30)( dxxfxxxf ，

（1）求 )(xf 的表达式；（2）求函数 )(xf 的极值。

解析：（1）在 
1

0

24 )(
7
30)( dxxfxxxf 两边对 x从 0 到 1 积分，并注意到 

1

0
)( dxxf 为

常数，得 dxxdxxfdxdxxfxdxxdxxf   
1

0

21

0

1

0

1

0

21

0

41

0
)(

7
30

5
1))((

7
30)( ，即

 
1

0

1

0
)(

7
10

5
1)( dxxfdxxf ，解得

15
7)

3
7(

5
1)(

1

0
 dxxf ，于是得到 )(xf 的表达

式
24 2)( xxxf  ；

（2） 412)(,44)( 23  xxfxxxf ；令 0)(  xf 得驻点为 1,1,0 x 。

因为 08)1(,04)0(  ff ，故极小值为 ,0)0( f 极大值为 1)1( f 。

17. 已知平面图形由曲线 xy  与直线 4,1  xy 围成，求

（1）该平面图形的面积；

（2）该平面图形绕轴旋转一周所得到的旋转体的体积。

解析：（1）该平面图形的面积等于

3
53

3
14)1

3
2(48

3
2)

3
2()1( 4

1
2
34

1
 xxdxx ；

（2）该平面图形绕轴旋转一周所得到的旋转体的体积等于


2
9)]1

2
1(48[)

2
1()]1)[( 4

1
24

1

22  xxdxx 。
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