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一、求函数极限

i) 由易到难
...1 定义
...2 运算法则: 四则运算、复合

ii) 化繁为简
...1 等价量替换
...2 洛必达求导法则
...3 泰勒展开: 转化为多项式或者有理分式

iii) 连续性：求极限

iv) 海涅定理：转化为数列极限 (反证)

v) 极限存在准则



1.1.1 由定义求函数极限
(i) 定义：”ϵ− δ” 语言

自变量的 6 种极限过程：x → x0, x+0 , x−0 ,∞,+∞,−∞;
函数值的 4 种极限情况：f(x) → A,∞,+∞,−∞.

无穷小：A = 0

f(x) → A ⇐⇒ f(x)− A是无穷小
无穷小与无穷大：A = 0,∞

f(x)是无穷小 ⇐⇒ 1
f(x)是无穷大(f ̸= 0)

放大技巧：寻找 δ 时，恰当地放大

(ii) 单侧极限：limx→x0 f(x) = A ⇐⇒ f(x+0 ) = f(x−0 ) = A.
例如，分段函数。



(iii) 极限的几种性质：唯一性、局部有界性、局部保号性（证明
题）

局部保号性：如果 limx→x0 f(x) = A，
∀x ∈ Ů(x0), f(x) ≥ 0 =⇒ A ≥ 0;

备注：增强条件为“∀x ∈ Ů(x0), f(x) > 0”，结论并不会增
强，仍是“A ≥ 0”。

例如，f(x) = |x|, x0 = 0.

A > 0 =⇒ ∃Ů(x0), ∀x ∈ Ů(x0), f(x) > (A
2 ) > 0.



1.1.2 函数极限的运算法则
(i) 四则运算

成立的条件：f, g 的极限存在；有限项
是必要条件：反之不成立。

√
有理分式 (a0ai ̸= 0,m ≥ i ≥ 0; b0bj ̸= 0, n ≥ j ≥ 0)

limx→0
a0xm + a1xm−1 + · · ·+ aixi

b0xn + b1xn−1 + · · ·+ bjxj = limx→0
aixi

bjxj

limx→∞
a0xm + a1xm−1 + · · ·+ aixi

b0xn + b1xn−1 + · · ·+ bjxj = limx→∞
a0xm

b0xn



(ii) 复合运算：limx→x0 f(g(x)) = limu→u0 f(u) = A

成立条件 I：limx→x0 g(x) = u0, limu→u0 f(u) = A，并且
∀x ∈ Ů(x0, δ), g(x) ̸= u0.

u0 ∈ R：条件“∀x ∈ Ů(x0, δ), g(x) ̸= u0”不可少；例如

g(x) =
{

x sin 1
x x ̸= 0

0 x = 0
, f(u) =

{
|u| u ̸= 0
1 u = 0

,

f(g(x)) =
{

|x sin 1
x | x ̸= 0, 1

nπ (n ∈ Z)
1 x = 0, 1

nπ (n ∈ Z) .

limx→0 g(x) = 0, limu→0 f(u) = 0,但是 limx→0 f(g(x)) 不存在。

u0 = ∞：条件“∀x ∈ Ů(x0, δ), g(x) ̸= ∞”是多余的。

理解为变量代换：令 u = g(x)，并且 u → u0(x → x0)，则
lim

x→x0
f(g(x)) = lim

u→u0

f(u)

成立条件 II：limx→x0 g(x) = u0，f 在 u0 处连续。
理解为极限符号 lim 与函数符号 f 可交换顺序：

lim
x→x0

f(g(x)) = f( lim
x→x0

g(x))



1.2.1 用等价量替换:β ∼ α ⇐⇒ β = α+ o(α)
等价替换定理：α ∼ α̃, β ∼ β̃，并且 lim β̃

α̃ 存在，则

lim β

α
= lim β̃

α̃

备注：对因子内部的 ± 不成立。例如
1

2
= lim

x→0

tan x − sin x
x3 ̸= lim

x→0

x − x
x3 = 0;

实际上，limx→0
tan x−sin x

x3 = limx→0
[x+o(x)]−[x+o(x)]

x3 = limx→0
o(x)
x3

仍是未定式 0
0。

√
基本初等函数的等价无穷小 (x → 0) :

sin x ∼ x, 1− cos x ∼ 1
2x2, tan x ∼ x;

arcsin x ∼ x, arctan x ∼ x;
ax − 1 ∼ x · ln a, ex − 1 ∼ x;
loga(1 + x) ∼ x · 1

ln a , ln(1 + x) ∼ x; (1 + x)α − 1 ∼ αx.



1.2.2 洛必达法则：只对“未定式”成立

(i) 基本类型：0
0 ,

∞
∞

对自变量的 6 种极限过程都成立：
x → x0, x+0 , x−0 ,∞,+∞,−∞
x → +∞ : loga x < xα < ax(a > 1, α > 0)

(ii) 其它类型：转化为未定式 0
0 ,

∞
∞

∞−∞：通分

0 · ∞, 00,∞0, 1∞：幂指函数 u(x)v(x)(u(x) > 0)，先取对数

lim u(x)v(x) = lim ev(x) ln u(x) = elim v(x) ln u(x)

备注：

洛必达法则只对“未定式”成立;
洛必达法则是必要条件，反之不成立.



1.2.3 带 Peano 余项的泰勒定理：转化为多项式
展开到恰当的次数
(i) 不多: 计算量最小

lim
x→0

tan x − sin x
x3

= lim
x→0

(x + 1
3x3 + 2

15x5 + o(x5))− (x − 1
3!x3 +

1
5!x5 + o(x5))

x3

= lim
x→0

1
2x3 + 1

8x5 + o(x5))
x3 = lim

x→0

1
2x3 + o(x3))

x3 =
1

2

(ii) 不少: 能得出有效的结果

lim
x→0

tan x − sin x
x3 = lim

x→0

(x + o(x2))− (x + o(x2))
x3

= lim
x→0

o(x2)
x3 =?(仍是未定式 0

0
）



备注：

(i) 在点 x0 处展开：如果自变量的极限过程是 x → ∞，先做变
量代换 t = 1

x .

(ii) o(xn)± o(xn) = o(xn) ̸= 0

(iii)

lim
x→0

f ± g
xn = lim

x→0

[· · ·+ f(n)(0)
n! xn + o(xn)]± [· · ·+ g(n)(0)

n! xn + o(xn)]

xn

lim
x→0

f · g
xn

= lim
x→0

[ f(i)(0)
i! xi + · · ·+ f(p)(0)

p! xp + o(xp)] · [ g(j)(0)
j! xj + · · ·+ g(q)(0)

q! xq + o(xq)]

xn

= lim
x→0

[·xi+j · · ·+ ·xp+j + · · ·+ o(xp+q)] + [·xi+j · · ·+ ·xi+q + · · ·+ o(xp+q)]

xn

只要”p + j = n, q + i = n” 就足够了。



√
几种基本初等函数的麦克劳林公式（x0 = 0）:

sin x = x − 1

3!
x3 + 1

5!
x5 + · · ·+ (−1)m−1 1

(2m − 1)!
x2m−1 + 0 + R2m(x),

其中R2m(x) = o(x2m),或(−1)m cos θx
(2m + 1)!

x2m+1(0 < θ < 1);

cos x = 1− 1

2!
x2 + 1

4!
x4 + · · ·+ (−1)m 1

(2m)!
x2m + 0 + R2m+1(x),

其中R2m+1(x) = o(x2m+1),或(−1)m+1 cos θx
(2m + 2)!

x2m+2(0 < θ < 1);



ex = 1 + x + 1

2!
x2 + · · ·+ 1

n!x
n + Rn(x),

其中Rn(x) = o(xn),或
eθx

(n + 1)!
xn+1(0 < θ < 1);

ln(1 + x) = x − 1

2
x2 + 1

3
x3 + · · ·+ (−1)n−1 1

nxn + Rn(x),

其中Rn(x) = o(xn),或(−1)n 1

(1 + θx)n+1(n + 1)
xn+1(0 < θ < 1);

(1 + x)α = 1 + αx + C2
αx2 + · · ·+ Cn

αxn + Rn(x),
其中Rn(x) = o(xn),或Cn+1

α (1 + θx)α−(n+1)xn+1(0 < θ < 1).



1.3 由连续性求函数极限

f 在点 x0 处连续，则极限值 limx→x0 f(x) = f(x0).

• 例如，初等函数在定义区间上连续。



1.4 海涅定理：证明极限不存在

Heine 定理：limx→x0 f(x) = A
⇐⇒ ∀ limn→∞ xn = x0, xn ̸= x0 : limn→∞ f(xn) = A.

• 例如，证明 limx→∞ x sin x 极限不存在：
取 x1n = 2nπ → ∞，则 f(x1n) → 0；

取 x2n = 2nπ + π
2 → ∞，则 f(x2n) → ∞; 而 0 ̸= ∞.



总结：求函数极限的步骤

化简

例如：通分，去掉
√•，把收敛到非零极限的因式提出去，

对幂指函数取对数。

等价量、洛必达法则

泰勒多项式

• 证明极限不存在：单侧极限，海涅定理



1.5 函数极限存在准则
夹逼准则：恰当地放大、缩小，使得放大、缩小后的函数仍
然趋于同一个极限。

（广义）单调有界收敛定理：针对自变量的 4 种单侧极限
过程，即 x → x+0 , x−0 ,+∞,−∞

柯西收敛原理：limx→x0 f(x) ∈ R ⇐⇒

∀ϵ > 0, ∃Ů(x0, δ), s.t.∀x1, x2 ∈ Ů(x0, δ), |f(x1)− f(x2)| < ϵ.

对自变量的 6 种极限过程 x → x0, x+0 , x−0 ,∞,+∞,−∞ 都成
立。

•2 个重要极限：

lim
x→0

sin x
x = 1;

lim
x→0

(1 + x) 1
x = lim

x→∞
(1 +

1

x )
x = e.



二、求数列的极限

i) 由易到难
...1 定义
...2 运算法则: 四则运算

ii) 化繁为简
...1 等价量替换
...2 Stolz 定理

iii) 海涅定理：转化为函数极限

iv) 极限存在准则



2.1 由易到难
(i) 定义：”ϵ− N” 语言

4 种极限情况：xn → a,∞,+∞,−∞.

无穷小：a = 0

xn → a ⇐⇒ xn − a是无穷小
无穷小与无穷大：a = 0,∞

xn是无穷小 ⇐⇒ 1
xn
是无穷大(xn ̸= 0)

放大技巧：寻找 N 时，恰当地放大
数列收敛 ⇐⇒ 任意子列也收敛：反证

数列极限的性质: 唯一性、有界性、保号性



(ii) 四则运算
成立的条件：xn, yn 的极限存在；有限项。例如

1 = lim
n→∞

1 + 1 + · · ·+ 1

n (n个1)

̸= limn→∞
1

n + limn→∞
1

n + · · ·+ limn→∞
1

n
= 0 + 0 + · · ·+ 0 = 0

是必要条件：反之不成立。

• 有理分式 (a0b0 ̸= 0)

limn→∞
a0ni + a1ni−1 + · · ·+ ai
b0nj + b1nj−1 + · · ·+ bj

= limn→∞
a0ni

b0nj



2.2 化繁为简
（i）用等价量替换
等价替换定理：xn ∼ x̃n, yn ∼ ỹn，并且 limn→∞

ỹn
x̃n
存在，则

lim
n→∞

yn
xn

= lim
n→∞

ỹn
x̃n

备注：对因子内部的 ± 不成立。

• 几个等价量 (海涅定理)：

sin 1

n ∼ 1

n(n → ∞), 1− cos 1n ∼ 1

2n2 , tan 1

n ∼ 1

n ;

arcsin 1

n ∼ 1

n , arctan 1

n ∼ 1

n ;

n√a − 1 ∼ 1

n · ln a, n√e − 1 ∼ 1

n ; loga(1 +
1

n) ∼
1

n · 1

ln a , ln(1 +
1

n) ∼
1

n ;

(1 +
1

n)
α − 1 ∼ α

1

n .



(ii) Stolz 定理：{yn} 是“严格”单调的无穷大，并且
limn→∞

xn−xn−1

yn−yn−1
存在或者是“定号” 无穷大，则

lim
n→∞

xn
yn

= lim
n→∞

xn − xn−1

yn − yn−1

可以处理未定式 ∞
+∞ , ∞

−∞ .
对 limn→∞

xn−xn−1

yn−yn−1
= ∞ 不成立。例如 xn = (−1)nn, yn = n,

limn→∞
xn − xn−1

yn − yn−1

= lim
n→∞

(−1)n(2n − 1)

1
= ∞,

但 lim
n→∞

xn
yn

= (−1)n 极限不存在。

是必要条件，反之不成立。

n → +∞ : loga n < nα < an(a > 1, α > 0)



2.3 海涅定理：转化为函数极限

Heine 定理：limx→x0 f(x) = A
⇐⇒ ∀ limn→∞ xn = x0, xn ̸= x0 : limn→∞ f(xn) = A.

• 形式上和变量代换类似：形式上令 x = xn，并且
x → x0(n → ∞)，则

lim
n→∞

f(xn) = lim
x→x0

f(x)



2.4 数列极限存在准则
夹逼准则：恰当地放大、缩小。

（广义）单调有界收敛定理:（广义）单调、有界数列必收
敛。

柯西收敛原理：数列收敛 ⇐⇒ 数列是柯西列，即
∀ϵ > 0, ∃N ∈ N+, ∀n,m > N, |xn − xm| < ϵ（实数系的完备
性）

闭区间套定理：一列闭区间 {[an, bn]} 形成一个闭区间套，
即 (i)[an+1, bn+1] ⊆ [an, bn],(ii)limn→∞(bn − an) = 0，则存在
唯一的实数 ξ 属于所有的闭区间 [an, bn]，且
limn→∞ an = limn→∞ bn = ξ.

Bolzano − Weierstrass 定理：有界数列必有收敛子列。
确界存在原理：非空有上界的数集必有上确界，非空有下界
的数集必有下确界。（实数系的连续性）

• 一个重要极限：limn→∞(1 + 1
n)

n = e.



三、函数的连续性

i) 连续性
...1 定义
...2 运算法则: 四则运算、反函数、复合函数
...3 初等函数的连续性

ii) 间断点

iii) 闭区间上连续函数



3.1 函数的连续性
(i) 定义：f 在点 x0 处连续

lim∆x→0∆y = 0 :

自变量的增量 ∆x = x − x0 很小时，函数值的增量
∆y = f(x)− f(x0) 也很小。
limx→x0 f(x) = f(x0) :
函数的极限值 limx→x0 f(x) 等于函数值 f(x0).

备注：

局部性的概念：逐点定义连续性。

单侧连续：连续 ⇐⇒ 左连续 + 右连续。
求函数极限：f 在点 x0 处连续，则极限值 limx→x0 f(x) 等于
函数值 f(x0).



(ii) 四则运算
成立条件：f, g 连续；有限项
(iii) 反函数连续性定理：y = f(x) 在区间 Ix 上严格单调、连续，
则它的反函数 x = f−1(y) 在区间 Iy = f(Ix) 上连续。
(iv) 复合运算

(v) 初等函数的连续性
基本初等函数在定义域上连续；

初等函数在定义区间上连续。

备注：

初等函数的定义域可能包含孤立点，它在这些点处是不连续
的。

例如，arcsin(x2 + 1) 的定义域是单点集 {0}，它在 0 处自然
是不连续的。

可以修正为：初等函数在定义域内连续。



3.2 间断点的分类

第一类：f(x−0 ), f(x+0 ) 都存在，例如可去间断点、跳跃间断
点；

第二类：f(x−0 ), f(x+0 ) 至少有一个不存在，例如无穷间断点、
振荡间断点。

备注：x0 为间断点，也要求函数在 x0 的某去心领域内有定
义。



3.3 闭区间上的连续函数
y = f(x) 是闭区间 [a, b] 上的连续函数，则
有界性定理、最值定理

零点存在定理

条件：f(a) · f(b) < 0

介值定理

总结： y = f(x) 是闭区间 [a, b] 上的连续函数，则它的值域也是闭
区间 [m,M]，其中 m = min f([a, b]),M = max f([a, b]).

一致连续性定理（Cantor 定理）
备注：一致连续是全局性的概念。
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